APPROXIMATIONSALGORITHMEN
Prof. Dr. Fekete

Welche Probleme sind beispielsweise NP-vollstandig?
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Prof. Dr. Fekete

e SAT/3SAT

e Minimales Vertex Cover

e Traveling Salesman Problem
e Shortest Superstring Problem
e Set Cover Problem

e Bin Packing Problem

e Rucksackproblem

e Hamiltonkreisproblem
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Was ist ein Approximationsalgorithmus und welche Definitionen (fiir ein Minimie-
rungsproblem) gibt es dazu?
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Ein polynomieller Algorithmus A ist ein §-Approximationsalgorithmus, wenn fiir
jede Probleminstanz I mit Optimalwert OPT([)

A1)

= < i >
OPT(I)_6 mit § > 1

Ru(I)
gilt. 0 ist die Giitegarantie (Approximationsfaktor).

Die absolute Giitegarantie (Performance) ist

R3(I) = inf{r > 1| R4(I) < r fiir alle Instanzen I}.

Die asymptotische Giitegarantie ist

RX(I) = inf{r > 1| Ra(I) < r fiir OPT(I) — oo}
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Was versteht man unter dem ,,Set Cover"-Problem?
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Prof. Dr. Fekete Kapitel 2
Gegeben sei eine Menge U = {1,2,...,n} mit n Elementen, eine Familie § =
{S1,..., Sk} von Teilmengen von U und eine Kostenfunktion ¢: S — Q.

Gesucht ist eine Teilmenge S C {1,...,k} mit
Usi=vu
i€S
so, dass ) ;g ¢(S;) minimal ist.
Unter der Frequenz eines Elementes versteht man die Anzahl an Mengen, in denen

ein Element enthalten ist. f ist die Frequenz des am haufigsten auftretenden
Elements.
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Wie lasst sich das ,Vertex Cover"-Problem als ,Set Cover“-Problem darstellen?
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Sei U := E die Menge aller Kanten. Eine Teilmenge S; von U besteht aus allen
Kanten, die zu einem Knoten v; inzident sind, also

Si={eec E|{vi,w}e E,weV}.

Da jede Kante mit genau zwei Knoten verbunden ist, gilt fiir die Frequenz einer
Kante f = 2.

Fiir dieses Problem existiert ein 2-Approximationsalgorithmus, namlich alle zu
einem maximalen Matching inzidenten Knoten.
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Wie lautet der ,Greedy Set Cover“-Algorithmus?
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Sei C die Teilmenge, die zum Beginn der Iteration bereits {iberdeckt ist. Die Kos-
teneffektivitit einer Menge S seien die durchschnittlichen Kosten, mit denen ein
neues Element iiberlagert wird, also zum Beispiel ‘g(fg‘ . Der Preis eines Elementes

sind die durchschnittlichen Kosten mit denen es iiberlagert wird.

Algorithmus 1 : Greedy Set Cover

1 C « 0

2 while C # U do
Finde S, die kosteneffektivste Menge in der aktuellen Iteration;
Sei a = | ;(_Sg" die Kosteneffektivitdat von S
Wiéhle S aus und fir alle e € S — C setze price(e) =
C—Cusgs,

3 Gebe ausgewihlte Mengen aus;
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Wie gut ist die Approximationsgiite des ,Greedy Set Cover'-Algorithmus?
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Fiir jedes k € {1,...,n} gilt

OPT

Prei < —
reis(ex) < A

Der Greedy-Algorithmus fiir das ,,Minimum Set Cover"-Problem ist ein H,,-Approxi-
mationsalgorithmus, mit H, := 14 1 + .- + 1. Er liefert also eine O(logn)-
Approximation.
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Welche Idee steckt hinter dem ,Layering”-Prinzip?
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Die Idee beim ,Layering” ist, eine gegebene Gewichtsfunktion auf den Knoten in
geeignete Funktionen (gradgewichtete) auf einer verschachtelten Sequenzen von
Teilgraphen zu zerlegen.

Sei w : V. — Q4 die Funktion, die jedem Knoten ein Gewicht zuordnet. Diese
Funktion ist gradgewichtet, wenn es eine Konstante ¢ > 0 so gibt, dass das
Gewicht eines jeden Knotens v € V' gerade ¢ - deg(v) ist.
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Wie lautet der , Layering"-Algorithmus?
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Algorithmus 2 : Layering
1 Gy — G; k0
2 while es existiert v € G, mit deg(v) =0 do

t(v) = ¢ - deg(v) mit ¢ = min {dlgg(zg)} fir alle v € Gy;
w'(v) = w(v) — t(v) fir alle v € Gy;

Dy, + alle Knoten mit deg(v) = 0 aus Gy;

Wy, « alle Knoten mit w'(v) = 0;

k—k+1;

Gr =V — (Dp—1 UWi_1);

3 return (C=WoU---UWy_1);

Hierbei ist t(v) die groBte gradgewichtete Funktion in w und w’(v) die Residual-
gewichtsfunktion.
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Was versteht man unter dem , Shortest Superstring“-Problem?
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Gegeben sei ein endliches Alphabet 3 und eine Menge S = {s1,...,s,} C X4
von n. Strings.

Gesucht ist ein kiirzester String s, der jedes s; als Teilstring enthilt. Es wird
angenommen, dass kein String s; einen anderen String s; (i # j) als Teilstring
enthalt.
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Wie lautet der ,Shortest Superstring via Set Cover“-Algorithmus?
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Algorithmus 3 : Shortest Superstring via Set Cover

1 Benutze den Greedy Set Cover Algorithmus um ein Cover fiir die
Instanz S zu bekommen;
Seien set(my), ..., set(my) die durch dieses Cover ausgewéhlten
Mengen;

2 Verbinde die Strings 7y, ..., 7 in beliebiger Reihenfolge;

3 Gebe resultierenden String s aus;

Die Instanz S wird folgendermaRen konstruiert. Fiir alle s;,s; € S und k > 0 sei
oiji der String, den man erhdlt, wenn man s; und s; um k Stellen iiberlappen
|asst. Fiir einen String m € X sei set(m) = {s € S | s ist Teilstring von 7}. S
sei S und die Teilemengen sind set() fiir jeden String m € S U I mit Kosten von
||, der Lange von .
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Was versteht man unter ,,PTAS" und ,FPTAS"?
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Eine Familie {A.} von Algorithmen ist ein Approximationsschema fiir ein NP-
schweres Problem TII, wenn die Eingabe (I, ¢) eine Losung s liefert, sodass

o fr(I,s) < (1+¢)-OPT, falls IT ein Minimierungsproblem ist,

e fr(l,s) > (1 —¢)-OPT, falls II ein Maximierungsproblem ist,
gilt. Hierbei ist I eine Instanz von IT und € > 0 ein Fehlertherm.
A. ist ein polynomielles Approximationsschema (PTAS), wenn fiir jedes feste
e > 0 die Laufzeit polynomiell durch die InstanzgroRe I begrenzt wird, also A,

ein (1 4 ¢)-Approximationsalgorithmus fiir IT ist.

Ist zusatzlich die Laufzeit polynomiell in % dann ist A. ein voll polynomielles
Approximationsschema (FPTAS).
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Was versteht man unter dem ,,Rucksack-Problem?
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Gegeben sei eine Menge S = {ay,...,a,} von Objekten mit festgelgter GroRe
size(a;) € Zy und festgelegtem Nutzen profit(a;) € Z, und die Rucksackkapa-
zitit B € 7Z.,..

Gesucht ist eine Teilmenge von Objekten, deren GesamtgroRe durch B beschrankt
ist und deren Nutzen maximiert wird.
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Was versteht man unter einem ,,Pseudo-Polynomial Time Algorithm"?
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Die InstanzgroBe |I] ist die Anzahl der benétigten Bits, um I zu kodieren. I,
kennzeichnet die Instanz I, bei der alle Zahlen unar codiert sind. Die unare In-
stanzgroBe |I,,| von I ist die Anzahl der benétigten Bytes, um I, zu kodieren.

Ein Algorithmus fiir ein Problem TI wird Pseudo-Polynomial Time Algorithm ge-
nannt, wenn die Laufzeit der Instanz I polynomiell in || begrenzt wird.

Das Rucksack-Problem besitzt einen Pseudo-Polynomial Time Algorithm, basie-
rend auf dynamischer Optimierung.
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Wie lautet der ,FPTAS fiir Rucksack“-Algorithmus?
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Algorithmus 4 : FPTAS fiir Rucksack

1 Gegeben sei € > 0; Sei K = %;

o Fiir jedes Objekt a; definiere profit’(a;) = {%WJ;

3 Mit diesen Objektnutzen sucht man die niitzlichste Menge S” mit

dem Dynamic Programming Algorithmus;

4 Gebe S’ aus;

Dieser Algorithmus ist ein Fully Polynomial Time Approximation Scheme (FPTAS)
fir das Rucksack-Problem, da profit(S’) > (1 — ) - OPT ist und die Laufzeit

o [£]) -0 2)

begrenzt ist, was polynomiell in n und % ist.
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Was ldsst sich im Zusammenhang mit stark NP-schweren Problemen zur Existenz
eines FPTAS sagen?
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Ein stark NP-schweres Optimierungsproblem kann keinen pseudo-polynomiellen
Algorithmus besitzen, wenn P £ NP ist.

Sei p ein Polynom und II ein NP-schweres Minimierungsproblem so, dass der
Zielfunktionswert fi7 ein ganzzahliger Wert ist und fiir jede Instanz I OPT(I) <

p(|1u)) gilt.

e Besitzt 1T ein FPTAS, dann besitzt es auch einen pseudo-polynomiellen
Algorithmus.

e Ist IT stark NP-schwer, so besitzt II kein FPTAS, wenn P # NP ist.
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Was versteht man unter dem , Bin Packing"-Problem?
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Gegeben seien n Objekte mit GroRe aq, ..., a, € (0,1].

Gesucht ist eine Packung in Behilter der GroBe eins mit minimaler Anzahl an
benutzten Behiltern.
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Wie lautet der ,First-Fit“-Algorithmus?
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Algorithmus 5 : First-Fit
1 By 0 k< 1;

2 fori=1,...,ndo
Versuche a; in ein zum Teil gefiilltes B; (j = 1,...,k) zu packen;
if es existiert kein B; (j =1,...,k), in das a; hineinpasst then

| Erstelle ein neues By und packe a; hinein;

Dies ist ein 2-Approximationsalgorithmus, denn von den m benutzten Behiltern
ist hochstens eins nicht mindestens halbvoll. m <2 - OPT.
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Was versteht man unter , Asymptotic PTAS"?
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Eine Familie von Algorithmen {A.} bildet ein asymptotisches polynomielles Ap-
proximationsschema (Asymptotic PTAS), wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N > 0 und
ein polynomieller Algorithmus B € {A.} so existieren, dass B eine Approximati-
onsgiite von 1 + ¢ fiir alle Instanzen mit OPT > N besitzt.
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Wie lautet der ,,A. fiir Bin Packing"-Algorithmus?
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Algorithmus 6 : A, fiir Bin Packing

1 Entferne alle Objekte der Grofe < €;

2 Runde, um eine konstante Zahl von Objektgrofien zu erhalten
(Lemma 9.5);

3 Finde optimale Packung (Lemma 9.4);

4 Wende diese Packung auf die Originalgrofse der Objekte an;

5 Packe Objekte der Grofe < e mit First-Fit;

Fiir jedes e, 0 < e < % existiert ein Algorithmus A., der polynomiell in n ist und
maximal (1 + 2¢) - OPT + 1 Behdlter fiir ein Packung benutzt.



